Homeomorphisms and intersection number by Ohshika, Ken'Ichi & Papadopoulos, Athanase
ar
X
iv
:1
80
4.
10
50
2v
1 
 [m
ath
.G
T]
  2
7 A
pr
 20
18
HOME´OMORPHISMES ET NOMBRE D’INTERSECTION
KEN’ICHI OHSHIKA ET ATHANASE PAPADOPOULOS
Re´sume´. On de´montre deux re´sultats de rigidite´ pour des groupes d’au-
tomorphismes de l’espace ML(S) des laminations ge´ode´siques mesure´es
d’une surface ferme´e hyperbolique S et de l’espace PML(S) des lami-
nations ge´ode´siques mesure´es projectives de S. Ils concernent les auto-
morphismes de ML(S) pre´servant le nombre d’intersection ge´ome´trique
entre laminations et les home´omorphismes de PML(S) pre´servant les
ensembles de ze´ros de ces fonctions.
abstract. We prove two rigidity results for automorphism groups of
the spaces ML(S) of measured laminations on a closed hyperbolic sur-
face S and PML(S) of projective measured laminations on this surface.
The results concern the homeomorphisms of ML(S) that preserve the
geometric intersection between laminations and the homeomorphisms of
PML(S) that preserve the zero sets of these intersection functions.
Classification AMS : 37E30, 57M99.
Soit S une surface ferme´e de genre g ≥ 2, ML(S) l’espace des lamina-
tions ge´ode´siques mesure´es de S (pour une certaine structure hyperbolique)
et PML(S) le projectifie´ de cet espace. On de´signe par i le nombre d’inter-
section ge´ome´trique entre e´le´ments de ML(S).
Dans cet article, on de´montre les deux the´ore`mes de rigidite´ suivants :
The´ore`me 1. Soit f :ML(S)→ML(S) un home´omorphisme tel que pour
tout λ et µ dans ML(S), on a i(λ, µ) = i(f(λ), f(µ)). Alors, f est induit
par un home´omorphisme de S.
The´ore`me 2. Soit f : PML(S) → PML(S) un home´omorphism tel
que pour tout λ et µ dans PML(S), on a l’e´quivalence i(λ, µ) = 0 ⇔
i(f(λ), f(µ)) = 0. Alors, f est induit par un home´omorphisme de S.
A` partir des the´ore`mes 1 et 2, on de´montre deux autres re´sultats qui
donnent une caracte´risation des groupes d’automorphismes de ML(S) et
soit PML(S) pre´servant certaines structures. Avant de les e´noncer on in-
troduit quelques notations.
Soit Mod(S) le groupe modulaire de S, c’est-a`-dire le groupe des classes
d’isotopie d’home´omorphismes de S pre´servant l’orientation, et Mod∗(S) le
groupe modulaire e´tendu de S, c’est-a`-dire le groupe des classes d’isotopie
d’home´omorphismes quelconques de S.
E´tant donne´ un home´omorphisme f : ML(S) → ML(S), on dit que f
pre´serve le nombre d’intersection si pour toutes laminations mesure´es λ et
µ de ML(S), on a i(λ, µ) = i(f(λ), f(µ)).
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On de´signe par Aut(ML(S)) le groupe d’automorphismes deML(S) pre´-
servant le nombre d’intersection. On a alors un homomorphisme naturel
Mod∗(S)→ Aut(ML(S)).
On a alors :
The´ore`me 3. Pour g ≥ 3, l’homomorphisme naturel Mod∗(S)→ Aut(ML(S))
est un isomorphisme. Pour g = 2, cet homomorphisme est surjectif et son
noyau est le groupe a` deux e´le´ments Z/2, engendre´ par l’involution hyperel-
liptique de S.
Meˆme si le nombre d’intersection entre deux e´le´ments λ et µ de PML(S)
n’est pas de´fini, la relation i(λ, µ) = 0 a un sens.
On notera par Aut(PML(S)) le groupe d’home´omorphismes f de PML(S)
satisfaisant la proprie´te´ suivante : pour tout λ et µ dans PML, on a l’e´qui-
valence i(λ, µ) = 0⇔ i(f(λ), f(µ)) = 0.
On a un homomorphisme naturel Mod∗(S)→ Aut(PML(S)).
On de´montrera aussi le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4. Pour g ≥ 3, l’homomorphisme naturel Mod∗(S)→ Aut(PML(S))
est un isomorphisme. Pour g = 2, cet homomorphisme est surjectif et son
noyau est Z/2, engendre´ par l’involution hyperelliptique de S.
On de´montrera d’abord the the´ore`me 2, ensuite le the´ore`me 1, et enfin
les the´ore`mes 3 et 4.
On commence par e´tablir quelques lemmes.
E´tant donne´ un e´le´ment λ de PML(S), on lui associe l’espace nul de´fini
par
N(λ) = {µ ∈ PML(S) | i(µ, λ) = 0}.
E´tant donne´ un home´omorphisme f : PML(S) → PML(S) satisfaisant
l’hypothe`se du the´ore`me 2, on a N(f(λ)) = f(N(λ)).
On notera |λ| ⊂ S le support de λ.
La proprie´te´ suivante est imme´diate :
(*) si |λ| est contenu en |λ′|, on a N(λ′) ⊂ N(λ).
Par contre, N(λ′) ⊂ N(λ) n’implique pas ne´cessairement |λ| ⊂ |λ′|.
E´tant donne´e une lamination ge´ode´sique mesure´e l, on appelle comple´tion
de l la lamination ge´ode´sique mesure´e obtenue a` partir de l en ajoutant tous
les bord des surfaces de support des composantes minimales de l. Ici, une
surface d’une composante minimale est la plus petite sous-surface a` bord
ge´ode´sique de S contenant cette composante.
On a alors le lemme suivant :
Lemme 5. Si N(λ′) ⊂ N(λ), la comple´tion de |λ| est contenue dans celle
de |λ′|.
De´monstration. Supposons que N(λ′) ⊂ N(λ). Comme λ′ est contenue dans
N(λ′) ⊂ N(λ), il n’y a pas de composante de λ qui rencontre λ′ transversa-
lement. Il s’ensuit que la comple´tion de |λ| ne rencontre pas non plus celle
de |λ′| transversalement.
Il suffit de prouver qu’il n’y a pas de composante minimale de |λ| dis-
jointe de la comple´tion de |λ′|. Supposons qu’il y en ait une, l. Alors on
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peut trouver une ge´ode´sique simple ferme´e disjointe de |λ′| qui rencontre l
transversalement, ce qui contredit l’hypothe`se que N(λ′) ⊂ N(λ). 
Pour abre´ger, on appellera « courbe » une ge´ode´sique simple ferme´e de
S.
Dans ce qui suit, quand on parle de dimension d’un sous-espace deML(S)
ou de PML(S), il s’agit de dimension topologique, au sens de la structure
de varie´te´ de ces espaces. (On peut se re´fe´rer ici a` la structure line´aire par
morceaux, respectivement line´aire-projective par morceaux, de ces espaces.)
Il sera sous-entendu que ces espaces sont des sous-varie´te´s et que leur di-
mension est bien de´finie.
On de´montre facilement le lemme suivant.
Lemme 6. λ est une courbe si et seulement si dimN(λ) = 6g − 8.
On en de´duit que pour tout n ≥ 1, f pre´serve l’ensemble des courbes.
On donne maintenant une caracte´risation des courbes multiples ponde´-
re´es de S qui permettra de montrer que f pre´serve l’ensemble des courbes
multiples ponde´re´es a` nombre de composantes fixe´.
Lemme 7. Pour tout n ≥ 1, λ ∈ PML(S) est une courbe multiple pon-
de´re´e a` n composantes si et seulement si les deux proprie´te´s suivantes sont
satisfaites :
(1) dimN(λ) = 6g − 7− n ;
(2) il existe une suite λn = λ, λn−1, . . . , λ1 telle que pour tout j =
1, . . . , n, N(λj+1) ⊂ N(λj) et dimN(λj) = 6g − 7− j.
De´monstration. La partie « seulement si» de´coule imme´diatement du lemme
6 et de (*).
Pour de´montrer la partie « si », supposons que λj+1 soit une courbe mul-
tiple et que N(λj+1) ⊂ N(λj). Par le lemme 5, on sait que |λj | contient
|λj+1|. (Notons que la comple´tion ne change pas |λj+1|, comme λj+1 est une
courbe multiple.) Si |λj | \ |λj+1| n’est pas une courbe, alors dimN(λj) <
dimN(λj+1)− 1, ce qui contredit l’hypothe`se. 
De´monstration du the´ore`me 2. Par le lemme 7, l’home´omorphisme f pre´-
serve l’ensemble des courbes multiples a` nombre de composantes donne´, et
l’inclusion entre deux courbes multiples. Ainsi, f induit un automorphisme
du complexe de courbes C(S) de S. Par le the´ore`me d’Ivanov [1], cet auto-
morphisme est induit par un home´omorphisme g de S qui induit la meˆme
bijection sur C(S) que f . Comme C(S) est dense dans PML(S), la continuite´
de f et g∗ implique que f = g∗. 
Passons maintenant a` la de´monstration du the´ore`me 1. Pour une lamina-
tion mesure´e λ, on de´finit son espace nul par
N (λ) = {µ ∈ ML(S) | i(λ, µ) = 0}.
De la meˆme manie`re que le lemme 6, on de´montre que dimN (λ) = 6g− 7 si
et seulement si λ est une courbe ponde´re´e. De plus, l’espace nulle ne change
pas meˆme si l’on change le poids sur la courbe. Il s’ensuit que pour toute
courbe c, l’home´omorphisme f envoie le rayon R+c dansML(S) sur le rayon
R+f(c). Comme les courbes ponde´re´es sont denses dansML(S), on voit que
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f envoie le rayon R+λ sur le rayon R+f(λ) pour toute lamination mesure´e
λ. Donc, l’home´omorphisme f du the´ore`me 1 induit un home´omorphisme
f¯ : PML(S) → PML(S) qui satisfait l’hypothe`se du the´ore`me 2. Il existe
alors, par le the´ore`me 2, un automorphisme g de S tel que g∗ = f¯ sur
PML(S).
Lemme 8. Soient c1, c2 deux courbes ponde´re´es disjointes. Alors, f(c1 ∪
c2) = f(c1) ∪ f(c2).
De´monstration. On a i(., c1∪c2) = i(., c1)+ i(., c2). D’autre part, si i(., λ) =
i(., c1) + i(., c2) pour c1, c2 disjointes alors on a λ = c1 ∪ c2. Par le the´ore`me
2, on sait que les deux courbes ponde´re´es f(c1) et f(c2) sont disjointes.
Comme i(., f(c1 ∪ c2)) = i(f
−1(.), c1 ∪ c2) = i(f
−1(.), c1) + i(f
−1(.), c2) =
i(., f(c1)) + i(., f(c2)), on a f(c1 ∪ c2) = f(c1) ∪ f(c2). 
E´tant donne´e une courbe c, on pose f(c) = mcg(c) ou` g est un auto-
morphisme obtenu par le the´ore`me 2 et mc un poids. Pour comple´ter la
de´monstration du the´ore`me 1, il suffit de de´montrer le lemme suivant :
Lemme 9. mc = 1 pour toute courbe c.
De´monstration. Montrons que mc ne de´pend pas de c. D’abord on conside`re
deux courbes disjointes c et d. Comme f = g∗ sur PML(S), on a f(c∪d) =
m(g(c)∪ g(d)). Par le lemme 8, on a f(c∪ d) = f(c)∪ f(d), et par de´finition
f(c) = mcg(c) et f(d) = mdg(d). Donc on a mc = m = md.
E´tant donne´es deux courbes quelconques c et d, il existe une suite de
courbes c = c1, . . . , cn = d telles que cj et cj+1 sont disjointes, par la
connexite´ du complexe des courbes. Donc on a mc = m1 = m2 = · · · =
mn = md.
Ainsi,mc ne de´pend pas de c, et de la` il de´coule facilement quemc = 1. 
De´monstration des the´ore`mes 3 et 4. Par les the´ore`mes 1 et 2, les homo-
morphismes Mod∗(S) → Aut(ML(S)) et Mod∗(S) → Aut(PML(S)) sont
surjectifs. Pour g ≥ 3, ils sont tous les deux injectifs car si deux e´le´ments
de Mod∗(S) ont la meˆme action sur ML(S) ou sur PML(S), ils induisent
le meˆme automorphisme de C(S), et l’on sait par [1] que l’homomorphisme
Mod∗(S) → Aut(C(S)) est injectif. Pour g = 2, le noyau de chacun des
homomorphismes Mod∗(S) → Aut(ML(S)) et Mod∗(S) → Aut(PML(S))
est Z/2, ce qui de´coule aussi de [1], ou` il est montre´ que dans ce cas l’ho-
momorphisme naturel Mod∗(S) → Aut(C(S)) est surjectif et son noyau est
Z/2, engendre´ par l’involution hyperelliptique de S.

Remarque 10. Les re´sultats de cet article peuvent eˆtre conside´re´s comme
des variations sur des re´sultats de Feng Luo dans [2], meˆme si les e´nonce´s
et les de´monstrations sont diffe´rents. En particulier, Luo e´tudie sur ML(S)
des automorphismes d’espaces de fonctions associe´es a` des courbes, ainsi que
des espaces de ze´ros de ces fonctions, et dans ce cas l’action induite sur le
complexe de courbes C(S) est imme´diate.
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